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Resumo

Nosso objetivo neste artigo € analisar a resolucéo de problemas de otimizag¢do quando integrada ao uso
de software de geometria dindmica. Para isso, fizemos uma investigacdo em dois problemas desta
natureza. Em um deles, olhamos para a resolucdo apresentada por um professor (em um curso online de
capacitagdo para o uso de tecnologias) e no outro, analisamos as solucbes encontradas por alunos ao
resolverem o problema, em que poderiam optar entre utilizar ou ndo o software. Em nossa analise,
verificamos a diversidade de representacdes associada a validade de uma resolugéo, pois para Balacheff
(1994, 2010) ha uma mudanca epistemolégica associada a resolugdo vinculada ao uso do software.
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Introducéo

A utilizacdo de recursos tecnoldgicos para o aprender matematica tem merecido a
atencdo de professores nas Ultimas décadas. O que parece estabelecido no ambito das discussoes
é que o computador deve ser visto como uma ferramenta indispensavel no cotidiano atual da
sala de aula. Nesse contexto, o objetivo deste artigo é analisar, como a resolugdo de problemas
de otimizagdo? se da quando integrada com métodos oferecidos pela tecnologia de um software
educacional.

Diversas pesquisas na area de Educacdo Matematica tém discutido a relevancia e as
contribui¢bes do uso da tecnologia para a aprendizagem em matematica (SANTOS, 2008;
BORSSOI, 2013; BORBA et al, 2018). Balacheff (1994) e Balacheff & Kaput (1996), exibem
em seus trabalhos uma significativa analise dos programas computacionais e das dificuldades
decorrente do seu uso e sua estrutura. Segundo estes autores, a tecnologia, é responsavel por
dois impactos basicos na aprendizagem: 1) o impacto simbdlico, relativo as mudangas nos

! Segundo o dicionario Brasileiro do Lingua Portuguesa - Michaelis, otimizag&o: processo que consiste em
determinar as condicfes em que certas grandezas podem atingir seus valores maximos ou minimos.
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meios de representacdo da matematica; 2) a interatividade, relativa as mudancas nas relacdes
entre os alunos e entre os alunos e professores, por meio de um novo parceiro.

Neste trabalho dirigimos nossa ateng@o ao uso do software GeoGebra na resolucgdo de
problemas de otimizagdo. Para isso, analisamos dois problemas que requerem procedimentos
para determinar pontos 6timos da situacdo em estudo. Em um deles, discutimos a resolucdo de
um problema apresentado por um professor (em um curso online de capacitacdo para o uso de
tecnologias) e no outro, analisamos as solugdes encontradas por alunos ao resolverem um
problema de otimizagéo, em que poderiam optar entre utilizar ou ndo o software. Analisamos a
variedade de representacdes associada a validade de uma resolucdo, pois para Balacheff (1994,

2010) ha uma mudanca epistemologica associada a resolucdo vinculada ao uso do software.
Problemas de Otimizacdo em Matematica

Problemas de otimizacdo sdo, em geral, problemas projetados para modelagem de
situacdes reais, que consistem em maximizar ou minimizar uma funcdo sujeita a um conjunto
de restricGes e condicOes previamente estabelecidas. No entanto, quando a manipulagéo das
operagGes matematicas requeridas é imposta por meio de representacdes (graficos, simbolos,
tabelas ou formulas) a validade ou ndo dos procedimentos que consideram estas condi¢des entra
em jogo.

Em geral, em nosso dia a dia, sempre que precisamos tomar uma decisdo ou queremos
otimizar uma situacdo, estamos nos referindo a problemas de otimizacdo. Tais problemas
visam, entre outras coisas, a melhoria de sistemas operacionais e de computadores, além de ter
uma aplicacdo direta no planejamento de destinacdo de recursos e de producdo como, por
exemplo, tomada de decisfes em industrias, otimizacdo de rotas ou custos de transportes.

Ao abordar especificamente o tema otimizagdo de fungdes aliada a tecnologia,
acreditamos que o uso de ferramentas na resolucdo e analise de resultados nos estimula a pensar
sobremaneira em diferentes aspectos da aprendizagem, incluindo as formas de trabalho para
melhor aproveita-lo. A ferramenta computacional a que nos referimos neste artigo é o software
GeoGebra.
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O Software GeoGebra

A utilizacdo dos softwares de geometria dindmica, em particular o GeoGebra, contribui
de maneira significativa para a manipulacao de representacdes graficas (BORBA, 2018; TALL,
1992). O GeoGebra é um software de livre acesso, de facil instalacdo e que pode ser usado até
mesmo online, direto na sua plataforma.

Criado em 2001, atualmente é usado em mais de 190 paises e traduzido em 55 idiomas.
Seu objetivo é facilitar a investigacdo de diversos conceitos matematicos. Por apresentar em
sua interface (local de comunicacdo entre o usudrio humano e o dispositivo), janelas
simultaneas de Algebra e Geometria, 0 software contribuiu para as diferentes representacoes de
forma dinamica. Algumas versdes permitem a exploracdo, construcao e visualizacdo de objetos
tridimensionais (3D), permitindo que o usudrio, dentre outras coisas, relacione tais
representacfes com maior facilidade ou visualize um mesmo objeto matematico de maneiras
diferentes.

Além disso, o software possui uma interface ‘amigavel’ que facilita a sua utilizagdo,
possibilitando o emprego de diferentes estratégias para a resolucdo dos problemas. A
manipulacdo de diferentes representaces dos objetos matematicos que sdo produzidas também
com o uso do software, requer, entretanto, a possibilidade de validar as respostas, requer o
usuario estabelecer relagcfes entre o conhecimento e o uso da ferramenta computacional, o que

nos remete & ideia de validade epistemologica.
Dominio de validade epistemologica

O computador, além de oferecer um ambiente de aprendizagem, promove a criacao de
diferentes possibilidades na organizacéo de conceitos matematicos. Portanto, acreditamos que
ndo é suficiente que se tenha a disposicao elementos tecnoldgicos; é necessario também que se
saiba validar a solucdo obtida na interface do software.

Para Balacheff (1994), o problema levantado pela ‘transposicdo’ para o computador
(chamada por ele de transposicdo informatica) é o do dominio da validade epistemoldgica de
dispositivos computacionais para aprendizagem humana. A validade epistemoldgica se refere
ao conhecimento em si e a relacdo com o conhecimento proporcionada pelas ferramentas do

software.
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Sob o ponto de vista de Balacheff (1994, 1996) o dominio de validade epistemoldgica
em um ambiente computacional pode ser reconhecido por pelo menos uns dos seguintes
atributos: a) as caracteristicas funcionais e o conjunto de problemas que o software pode
fornecer; b) a condicdo das ferramentas e objetos que promovem a sua estrutura formal; c) a
esséncia da fenomenologia (que relaciona objetos e a¢Bes sobre 0s objetos subjacentes aos
fendmenos) que é exibida na interface diretamente acessada pelo usuario; d) a coeréncia e a
consisténcia do dispositivo, essenciais para determinar o feedback para o usuario. Essas
carateristicas sdo citadas pelo autor como as que, provavelmente, poderdao determinar a natureza
dos significados construidos pelo aluno. Assim,

A interacdo entre um aprendiz e um computador é baseada em uma
interpretacdo e computacdo simbolica da entrada do aluno, e o feedback do
ambiente é fornecido no prdprio registro, permitindo sua leitura como um
fendbmeno matematico. (BALACHEFF & KAPUT, 1996, p. 469, traducéo
nossa)

Ainda nas palavras de Balacheff (1996) ha também o dominio de validade do proprio
software educacional em uso. Neste contexto, o autor pondera que

Esses problemas e fendmenos sdo intrinsecos a informatizagdo da matematica
e dos ambientes de aprendizagem. Adaptar e representar o conhecimento
dentro do meio computacional tem efeitos inevitaveis, que constituem tanto
restricbes quanto oportunidades. Lidar com essas restricdes e oportunidades
envolve questbes de design além da educacdo - em engenharia de
conhecimento, computacao gréfica, interagdo pessoa/ maquina, por exemplo.
(BALACHEFF & KAPUT, 1996, p.481, traducdo nossa)

Segundo o autor, no contexto da aprendizagem, a inser¢do de materiais manipulaveis

apresenta um carater intrinsicamente cognitivo, mas no caso do software, a interface ndo esta
sob o controle do usuario. “Interfaces diretamente manipuladas levam a um novo problema, o
da relacéo entre o comportamento das representacfes e 0 comportamento de modelos que 0s
sustentam” (Balacheff, 1994b, p.367, tradugdo nossa).

Esses aspectos tém influéncia direta sobre a informatizagdo de ambientes matematicos
e de aprendizagem. Representar e conciliar o conhecimento dentro do meio computacional tem
efeitos inevitaveis, que podem constituir tanto restricdes quanto oportunidades. Nesse sentido,
ndo é suficiente usufruir de elementos tecnologicos, é indispensavel que se saiba validar/ mediar
por meio da interface do software, a solu¢éo obtida.

Neste artigo dirigimos nossa atencdo para a resolucdo de problemas de otimizagédo
qguando ela se da integrada com métodos oferecidos pela tecnologia de um software

educacional, olhando para a constituicdo do dominio de validade epistemoldgica neste contexto.
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As atividades com o uso do software GeoGebra

Levando em consideracao a base tedrica a que nos referimos, apresentamos a resolucao
de problemas de otimizagdo com o dispositivo informatico de acordo com a perspectiva
Balacheff (1994). Inicialmente usamos um problema proposto em Hoyos (2017), em que é
apresentada a resolucdo de um professor (P1) que usa 0 GeoGebra para a resolucao do seguinte
problema:

Uma refinaria pode produzir 12 000 barris de petrdleo por dia e pode produzir gasolina
Premium [alta octanagem] e Magna [sem chumbo]. Para atender a demanda, a refinaria deve
produzir pelo menos 2 200 barris de Premium e 1 500 da Magna. O centro de distribuicdo da
gasolina Premiun fica a 30 km da refinaria e o centro de distribuicdo da Magna fica a 10 km.
A capacidade de transporte da refinaria € 180 000 barris / km por dia (Isto significa que 180
000 barris sao transportados 1 quildmetro por dia - bpd). Se o beneficio for de 20 pesos por
barril de Premiun e 10 pesos por barril de Magna, quantos barris de gasolina devem ser
produzidos diariamente para maximizar o beneficio? (HOYOS, 2017; p. 2/8)

A resolucéo do professor (P1), baseia-se na formulacdo de desigualdades para modelar
a situacdo real, além de fazer representacbes no GeoGebra, para representar estas
desigualdades. Esta atividade tem como objetivo, traduzir, a partir de suas condic@es iniciais, a
representacdo dos dados no software, identificando a regido de viabilidade na qual o beneficio
méaximo deveria ser deduzido.

Apresentamos parte da solucdo do professor (P1) exibida no artigo, que identificou as
seguintes variaveis: o numero de barris Premium (y) e o nimero de barris Magna (x), conforme
indica a figura 1.

Figura 1 — Desigualdades apresentada pelo professor (P1) para representar o problema

X+y<12000
10x + 30y < 180 000

x>1500 y=>2200
Fonte: HOYOS, 2017.

A partir dai o professor (P1) exibiu a fun¢do encontrada por ele, que representa o

beneficio maximo, conforme mostra a figura 2.

Figura 2 — Funcdo beneficio maxima obtida pelo professor (P1)
f(x) =20x + 10y

Fonte: HOYOS, 2017.
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Além disso, o professor (P1) acrescentou que, para obter o beneficio maximo, precisou
considerar as equac0es, exibidas na figura 3.

Figura 3 — FuncGes usadas pelo professor P1 no GeoGebra para obter o beneficio maximo
x+y=12000
10x + 30y = 180 000

x =1500,y = 2200
Fonte: HOYOS, 2017.

Em sua solucdo final, de acordo com as identificacdes feitas com o GeoGebra (figura
4), o professor (P1) justifica que, para encontrar os valores que maximizam a funcdo f(x),
limitou a regido com os pontos que atendem as condigdes iniciais do grafico e complementa
que os pontos C e D ndo sdo viaveis, concluindo que a solucdo obtida é x = 2200 (nimero de
barris de gasolina Magna) e y = 9800 (numero de barris de gasolina Premiun) com um
beneficio maximo de f(x) = 218 000 bpd.

Figura 4 — Resolugdo do problema apresentada pelo professor (P1)
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Fonte: HOYOQS, 2017.

No artigo, a autora faz uma andlise da resolugdo encontrada pelo professor (P1) e
identifica um erro de notagéo (figura 2) pois o professor (P1) deveria denotar a funcdo de duas
variaveis como funcdo f(x,y) = 20y + 10x, além de ocorrer uma troca em relacdo as
variaveis x e y. Observamos que o professor ndo explorou a regido de viabilidade, identificada
pelos tridngulos AEB e BDC como mostra a figura 4. Acreditamos que este desacerto se deu
pelo fato do professor usar apenas as equacdes e nao as desigualdades, e desta forma, a regido

de viabilidade ndo ficou evidente (veja figura 4). Além disso, o professor se atentou que a
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capacidade maxima da refinaria € de 180 000 bpd, apresentando um beneficio maximo de
218 000 bpd. Ou seja, as condicOes do problema ndo foram usadas na resolucéo.

As discussdes do problema apresentado pelo professo (P1) em relacdo ao uso do
software, refletem as assertivas de Balacheff & Kaput (1996) ao enunciar que as possibilidades
fornecidas pelo software satisfazem critérios epistemoldgicos associados a qualidade do
feedback visual que eles fornecem. E ainda afirma que “a forma como o aprendiz da sentido ao
feedback e deriva disso uma compreensao de sua prépria atividade molda o significado que ele
constroi da matematica envolvida” (Balacheff & Kaput 1996, p. 473, traducéo nossa). De fato,
a resolucéo do professor confirma uma clara dificuldade em resolver problemas de otimizagéo
e refletir sobre uma fungéo de mais de uma variavel e seu grafico. As representacdes fornecidas
pelo software refletem o pensamento do usuério, mas que neste caso estdo equivocadas.

Entretanto, isto ndo significa que o software ndo € adequado para a abordagem do
problema de otimizacdo. Requer, no entanto, o uso de inequacdes no software, e ndo equacoes.

Apresentamos essa resolugdo, conforme indica a figura 5.

Figura 5 — Resolucdo usando as desigualdades do problema de otimizacdo
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Fonte: Das autoras.

O que se precisa fazer neste caso é escrever as desigualdades no software e entéo a
regido de viabilidade fica, evidente conforme mostra a figura 5. Usando o comando para
identificar a interseccdo entre as desigualdades, a regido de viabilidade fica definida. O
equivoco na resolucdo do professor (P1) consiste justamente no uso de coordenadas de pontos
que ndo estdo na regido de viabilidade, como por exemplo, 0os pontos C e E exibidos na figura
4,
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Uma vez identificada a regido de viabilidade, podemos explorar a funcdo beneficio
(maximo), arrastando o ponto sob a regido e verificando o aumento ou diminui¢édo da funcéo,
conforme os pontos estejam variando (veja figura 7). No caso da resolugdo do professor (P1),
ele teria identificado facilmente que o ponto, determinado por ele como solucéo, (identificado
na figura 6 como X) ndo pertence a regido de viabilidade:

_ Figura 6 — Identificacdo do

® e: x+y < 12000

ponto de beneficio maximo (X) obtido por pelo professor (P1
B g

@ f: 10x+30y < 180000

® g:x>1500

® h:y>2200

® i: 10x+30y < 180000 A x > 1500 Ay > 2200 A x +y < 12000
| Funcao

X 218000
eb(x) =2+
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‘® X =(2200, 9800)

Fonte: Das autoras.

Assim, a resposta encontrada para o problema de otimizacdo, variando a funcao
beneficio maximo é o ponto D (conforme mostra a figura 7). Concluimos entéo, que a solucao
é x = 3000 (numero de barris de gasolina Magna) e y = 9000 (nimero de barris de gasolina

Premiun) com um beneficio maximo de f(x) = 150 000 bpd.

Figura 7 — Determinacdo do ponto de beneficio méximo
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# beneficio = 160000
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@ B= (9800, 2200)

Fonte: Das autoras.
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Uma outra possibilidade para a resolucdo deste problema de otimizacdo com o
GeoGebra consiste em usar a janela 3D do software. Assim, com o recurso de rotacionar a

construcdo realizada na janela 3D, podemos obter visualizagdes sob todos pontos de vista do
objeto, conforme mostra a figura 8.

Figura 8 — Representacdo da solucdo em um espaco tridimensional.

Fonte: Das autoras.

Um outro problema de otimizagao a que nos referimos foi resolvido por alunos em uma
disciplina em programa de pds-graduacdo em Ensino de Ciéncias e Educa¢cdo Matematica. O
problema consta em Grande & Vazquez (2014) e tem o seguinte enunciado:

Numa estrada, com 9 km de comprimento pra—

sera construida uma estacao de tratamento
de agua (ETA), localizada no ponto P,
para abastecer duas cidades A e E, E_F
localizadas ao norte dos pontos C e G
cujas distancias sdo 8 km e 4 km

respectivamente da estrada, conforme

indica a figura 9. ESTRADA

Figura 9 — Distancias das cidades & estacdo de tratamento de agua
(Fonte: GRANDE & VAZQUEZ, 2014, p. 29)
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Determine a que distancia x do ponto C deve ser instalada a estacdo de tratamento de modo

que a soma das distancias da estacao as cidades seja minima.

Para a resolucdo do problema, os alunos, dispostos em duplas, poderiam optar entre
utilizar ou ndo o software. As duplas de alunos usaram diferentes procedimentos para a
resolucdo do problema e o software também desempenhou diferentes funcfes nestas
resolugdes.

Uma dupla de alunos (D1) utilizou o software para encontrar a solugéo do problema a
partir da funcdo e sua derivada determinada usando lapis e papel, conforme indica a figura 10.
De fato, os alunos determinaram a derivada, mas o ponto de otimizagdo da distancia so foi

determinado usando o software.

Figura 10 — Resolucdo da dupla D1

Fonte: Dupla D2.

Analisando a resolucéo de outra dupla (D2), identificamos que ela apresentou todos 0s
calculos algebricamente, fazendo o uso de lapis e papel. Apos encontrar a solucéo, a dupla
utilizou o software e fez um esboco da situagdo, manipulando o ponto de intersec¢éo entre as
retas, identificando que a instalacdo deveria ser feita a 6 km da estacao de tratamento de agua,

conforme mostra a figura 11.

10
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Figura 11 — Utilizacdo do software para validacdo da solucdo obtida

h

Fonte: Dupla D2.

Ambas as duplas encontraram a solucao correta. Entretanto, fazendo uma comparacao
entre as resolucBes analisadas, observamos que ambas recorreram ao software em algum
momento, porém cada com a sua representacdo (grafica e geométrica).

Nesse sentido, concluimos que as duplas, ao recorrerem ao uso da tecnologia, se
apropriaram das possibilidades fornecidas pelo software, pois demonstraram uma construcao
do conceito do contetdo matematico a partir de sua mediacéo e validagdo da solugéo obtida.

Entretanto, podemos ponderar que a dupla (D2) poderia realizar uma exploragcdo mais
eficiente, aproveitando-se de outros recursos disponiveis pelo software, optando por variar o
ponto P sob o eixo dos x, quando este estivesse associado a funcdo de otimizagdo, e assim,
poderiam verificar que a proximidade ou o afastamento do ponto, aumentaria a soma das

distancias entre as cidades A e E, conforme mostra a figura 12.

11
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Figura 12 — Exploracao do problema com software
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Fonte: Das autoras.

Considerac0es Finais

A tecnologia utilizada na resolugdo de problemas, em particular, em problemas de
otimizacgdo, contribui para validade epistemologica de diferentes representacdes para 0s
objetos matematicos e para a construcdo de respostas para problemas obtidas de diferentes
maneiras. De fato, o software oferece diferentes possibilidades e a criacdo de um novo
ambiente para a producgéo de respostas para 0s problemas.

Sob a dtica de Balacheff, “ideias matematicas sdo sobre ideias matematicas; elas
existem em um ‘mundo fechado’ dificil de aceitar, sendo, entretanto, dificil dele escapar. ”
(Balacheff, 2010, p.6/37). E neste sentido que a obtencdo de respostas para problemas
mediadas pelo computador, particularmente pelo software de geometria dindmica pode ser
uma possibilidade de ‘abrir o mundo’ da matematica operando com representacées como se
fossem objetos reais, facilitando o entendimento de algumas situacGes matematicas

Contudo, € interessante observar que ter acesso a tecnologia néo € suficiente para se
conseguir a compreensdo do conteido matematico abordado. Quando nos referimos ao
problema 1, ndo foi possivel identificar no professor (P1) a validade epistemoldgica pois
entendemos que ao determinar a solucdo 6tima graficamente, o professor apresentou algumas
dificuldades como, reconhecer as diferentes representacdes fornecidas pelo software e o uso

adequado da ferramenta para a validagéo da solucéo.
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Em relacdo ao problema 2, entendemos que o uso do software teve uma potencial
contribuicdo para ambas as duplas (D1 e D2). Nesse sentido, no que diz respeito ao dominio
de validade epistemolégica, as duplas se apropriaram das possibilidades apresentadas pelo
software, seja na constru¢do do grafico para encontrar o ponto minimo (D1), seja na
manipulacdo dindmica da validacdo da solucdo obtida (D2). Assim, a construgdo do
conhecimento de um dado contedo matematico foi mediada pelo uso do software.

Nesse contexto parece se confirmar a assertiva de Balacheff (1994b) de que a interagéo
baseada na percepcéo (no nosso caso com o software de geometria dindmica) pode ser a fonte
de uma problematizacéo rica em significados matematicos de modo que pode-se concluir que

o0 software permite a organizacdo de conceitos matematicos.
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